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Anwendung der linealen Ausdehnungslehre 


von Grassmann 


auf die Theorie der Determinanten. 


nunnnnnnnnnmen 


8.1. 


In vorliegender Arbeit habe ich versucht, die Theorie der Determinanten in ihren Haupt- 
zügen nach den Prineipien der Grassmannschen Ausdehnungslehre zu entwickeln. Die im 
folgenden Paragraphen angegebenen hierbei in Betracht kommenden Rechnungsregeln, 
welche der linealen Ausdehnungslehre entnommen sind, lassen zwar einen gewissen Zu- 
sammenhang zwischen dieser Methode und der älteren in so vollendeter Weise von 
R. Baltzer dargestellten erkennen, doch wird ihre grosse Verschiedenheit schon bei den 
Beweisen der einfachsten Lehrsätze der Determinantentheorie deutlich hervortreten. Der 
Umstand, dass die von Weierstrass angewandte Bezeichnungsweise einer Determinante 
mit der von Grassmann in naher Beziehung steht (vergl- $. 3), wird unserer Methode 


sicherlich zur Empfehlung gereichen. Weierstrass bildet bekanntlich zur Bezeichnung der 
Determinante nten Grades 


01 WE) Aın 
A=| My Agn 
Onı (mg Ann 
die folgenden n Gleichungen 
Yk — dx, T + Fr 0 - Urn In (k = 1. 2 2 eler eire n) 
und schreibt die Determinante in der Form 
Aa Ya Yarkaı a en 
Koi. 2. kn 
Ausser der alten im wesentlichen von Leibnitz herrührenden Bezeichnung benutzen 
wir noch die von Kronecker 
A = | air | (i, ik = R 2, le N). 
I 
=‘ mr 


RUE ERIEN 





8. 2. 


Die im folgenden zur Anwendung gelangenden Rechnungsregeln beziehen sich zumeist 
auf die kombinatorischen Faktoren erster Ordnung, die mit &, & - -» . , € bezeichnet 
werden sollen. 

Für die Addition und Subtraktion solcher Grössen gilt bekanntlich das gewöhnliche 
Rechnungsverfahren. Für die Multiplikation gelten dagegen folgende Regeln, die teils 
Definitionen, teils bewiesene Sätze sind : 


I. Wenn in einem Produkte, e&, e, ... zwei aufeinander folgende Grössen 
vertauscht werden, so nimmt das Produkt den entgegengesetzten 
REE GEBE ef a Bi a le Fe Fr er N RR 


Hieraus ergiebt sich die wichtige Folgerung: 


I. Sind irgend zwei kombinatorische Faktoren einander gleich, so ist 
das Produkt null. 
Setzt man in obigem Beispiel e, — e, so ist e ,&,...—= —B Prese 
also muss das Produkt null sein. . 
Aus 1. leitet man noch den Satz ab: 

II. Wenn ein Faktor mit einem andern vertauscht wird, während die 

übrigen ihre Plätze behalten, so ändert das Produkt sein Zeichen. 
Beispiel® efesenedt A rer 

IV. Ein Zahlfaktor, welcher irgend einem Faktor eines kombinatorischen 
Produkts zugeordnet ist, kann auch einem beliebigen andern oder dem 
Produkt zugeordnet werden. 

Ist « eine Zahlgrösse, so ist 
BEER Eye (001) 100°6, N Em Ctre LEHRER 
V. Für die Multiplikation eines Aggregats mit einem Ausdruck gilt das 
gewöhnliche Verfahren. 
Beispiel: e, (e, mie &;) —486 ar 6 9 u — 17 1 (e 7 6,) e, 
Von grosser Wichtigkeit sind noch folgende beiden Sätze: 
VI. Ein Produkt bleibt ungeändert, wenn ein Faktor um beliebige Viel- 
fache der übrigen Faktoren vermehrt oder vermindert wird. 
Beispiel! , , , = a % (% 4 ae + Pe) 
In diesem Beispiel sind « und ß Zahlgrössen. Führt man nämlich rechts 
die Multiplikation aus, so verschwinden die beiden letzten Produkte nach II. 

VI. Ein Produkt aus n kombinatorischen Faktoren bleibt ungeändert, 
wenn i Faktoren desselben um beliebige Vielfache der übrigen n— it 
Faktoren vermehrt oder vermindert werden. 

beispielage es too) je, Ber ce 0,8 

VII. Sind 9,,23,.-.. Vielfachensummen derGrösseng alsog =we tf&-+ -:- 
worin @, ßy - . . Zahlgrössen bedeuten, so gelten für die Grössen 2 
dieselben Regeln I bis VI wie für die Grössen e. 
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Nach diesen Regeln ist das Produkt 
(ta, +) th + Pe)=(P— o)e + (P’—a?)e, + (ap? — ap) e, & 
—= (BP — ce) [e seta Trades 
Multipliziert man dieses Product noch mit e, +e,y- e, y?, so ist 


tes tes) thats) la trat rYe)=(f—e) vr o (Veerge 


$. 3. 
Um zu einer Definition der Determinante A (vergl. $. 1) zu gelangen, multipliziere 
man die Elemente der ersten Kolonne mit e,, die der zweiten mit e, u. s. w. und setze 
Bir ur ker, Aın En 
BB = mat. -- tn En 


Pr = In 6ı + ... -- Onn En 
Die Determinante nten Grades der Elemente ax soll dann der Faktor 


Bee... & in dem Produkt.,9,:931. »1.,2%., sein; Wenn) alsosdassPprodukt 
Bern, mit P undie.. . sen mit &.bezeichnet wird, so ist AE = Pund 4 -,, 


Für die Determinante 2ten Grades hat man 2, = a, & + Us Ey P, = Ay & + Gy & 
demnach ist p, 22 = (@ı Ay — U %ı) 4 &% also A= a, Ay — Gr Ay. 

Wir werden der Kürze wegen p; die ite Zeile der Determinante A nennen. 

Lässt man alle Elemente der ersten Zeile ausser a,, verschwinden und setzt noch 











s RT NEE 
a 1,50 erbältt mn A—=- pP: Pr 
e, eu 2.2. in 
Ein Fortheben von e, ist hier nur dann gestattet, wenn die Zeilen p,, .... , 2 von 
e, unabhängig sind. Verwandelt man also das Produkt e, 2, ...p.„ nach $. 2, VII in das 
Produkt e, (P, — Ay &) (Ps — Ayı 4) - - : (Pr — An, 4), So sind sämtliche Faktoren in 
PERL: e re Pz — Ay &) + (Pan — On, E 
den Klammern von e, unabhängig, demnach -: P> Pn _ (P: 21 61) (Da 6) 
1 2 . “ . En 2) oo. En 
Ss. 4. 


Unmittelbar aus obiger Definition für A ergeben sich nach den Regeln von 8. 2 
folgende Sätze: 
I. Wenn in einer Determinante zwei Zeilen vertauscht werden, so wech- 
selt die Determinante das Zeichen. 
Es ist AE=P, Ps »- - : Pr. , Vertauscht man z. B. die erste und zweite 
Zeile, so gilt für die neue Determinante A’ die Gleichung AE=»Pı =: : - Pr. 
Nach $. 2, list also AE—= — AE ode A= — A. 
II. Wenn zwei Zeilen übereinstimmen, so ist die Determinante identisch 
null. Der Beweis folgt sofort aus $. 2, I. 
II. Wenn alle Elemente einer Zeile null sind, so ist auch die Determinante 


null. Ist p: null, so ist auch AE und A null. 
1* 


4 





IV. Um die Determinante mit einem Faktor zu multiplizieren, hat man 
alle Elemente einer Zeile mit demselben zu multiplizieren. 

Ist "a zderFaktor, 0 ist Ye AFP = (a9) Br: » in; cp, sahen 
aa, + :-.-- + aan &n 

V., Der Wert einer Determinante wird nicht verändert, wenn man zu den 
Elementen einer Zeile die mit einem beliebigen gemeinschaftlichen 
Faktor multiplizierten Elemente einer anderen Zeile addiert. Es ist 

ARD D 0. Das (D, Tr op rı.0090: IS 2 VD: 
Die Elemente der Zeile p, + «ap, sind aber , + «a, sg + «Ay, - - - 

VI. Wenn die Elemente einer Zeile Aggregate von m Gliedern sind, so ist 
die Determinante das Aggregat von m Determinanten. Besteht z. B. 
jedes Eliment a,; der ersten Zeile aus den Gliedern & + f + ..., so erhält 
man», =P'+tPm" 4: .: 3295 295 - . . sinddieSummen a, & + ...:.4 m & 
Be Seh An en. AH Heht'also Über in’ (P,7 4. 2,712. TE 
oder in AE-+ A’E-+... . 4 geht aus A hervor, mdem man die Elemente 
der ersten Zeile in A beziehentlich durch «a, , . . . , @n ersetzt u. s. w. 


8.5. 


Differential einer Determinante. Wenn alle Elemente «a; sich ändern, so ist 
(A+dA) E=(p, + dp) (p + dp)... Put dpa) 


demnach 
MERASE —0p,.P; PD: >»... Da 9, AD: 23. 25 Da den N De 
Da dp, = da.-& 4 dag-.%&% + -: .+ dan. &n ist, so ergiebt sich folgender Satz: 


Das vollständige Differential einer Determinante A ist eine Summe 
von n Determinanten, die man aus A ableitet, indem man die Elemente je 
einer Zeile durch deren Differentiale ersetzt. Um eine bequeme Form des 
Differentials zu erhalten, wollen wir eine auch im folgenden häufig benutzte Bezeichnung 
anwenden. 

Wir’zerlegen 9, 2%, -:.- Mm 2.2, P, .- »M-ı( ) Pırı. 22,., Indem wire 
die erste Stelle bringen und an die Stelle von p; eine leer gelassene Klammer setzen. Das 
alle » Zeilen von A ausser der iten Zeile enthaltende Produkt p, . . - Pi-ı ( ) Pıtı - - . Pa 
werde mit P; bezeichnet, so ist P = pi P;. Setzen wir statt p; einen anderen kombinatori- 
schen Faktor erster Ordnung, z. B. p, so ist 


pyRP=PPp.r.:PLı l) Pin... MD... Pi PPirr. Pa 
Das Produkt mit 2 Lücken 
a DE De (U) Deka Dan U) Dacia ln 
sei definiert durch p: p& Par = P 
Unter Anwendung dieser Bezeichnung findet man für das Differential 
dA.E=dp:P +d%: PR + ::.-+ dpa Pr 





An dieser Stelle möge noch der Satz von Hesse bewiesen werden: 

Die Determinante eines Systems, dessen Zeilen n gegebene Funktionen von & und 
deren Ite, te ..., (m—1)te Differentialeoefficienten sind, hat die Eigenschaft, mit y* multi- 
pliziert zu werden, wenn man die gegebenen Funktionen durch ihre Produkte mit einer 
beliebigen Funktion y von x ersetzt. 

Es seien %, 5» » » » %a die gegebenen Funktionen und 

p — y.06 , in Ym & 
PP =Y'ı4 +-:- 4% En 


pe) — yade +... 4 ybdan 


DIESES In i ; 2 
1 die Determinante. Ersetzt man die Funktionen Y%, 5». . 5 In 


a: pp 
A — u 
durch ihre Produkte mit einer beliebigen Funktion y, so hat man für die neue Determinante A, 

AE=py(py) .. . (pye) 

Nun ist aber (py)' = p’y + »y', (py)" = p’y + 2p’y’ + py”,... . Wendet man 

$. 2, VI wiederholt an, so findet man 

AB yer Ak oder 4, = AR 
Differentiiert man noch die Gleichung 

Arne 
DD. ED He 


a dA 
nach x, so erhält man PT 2 





8. 6. 

Es soll nun der Satz bewiesen werden, dass zwei Determinanten der Art, dass 
die Zeilen der einen mit den Kolonnen der anderen übereinstimmen, einander 
gleich sind. Wir multiplizieren in der Determinante A ($. 1) die Elemente der ersten 
Zeile mit dem kombinatorischen Faktor erster Ordnung &,, die der zweiten mit e, u. Ss. w. 
und setzen 


nat Et: Am En 
(1) ya tt: An En 
In = An + Ogn Ey +... Ann En 


Bezeichnet man noch sg, . .. ©» mit H und das Produkt aus den n Kolonnen 7, . . . An 


mit IT, so ist die Identität von r und = nachzuweisen. 


Wir multiplizieren die Gleichungen (1) beziehentlich mit e, ,..., & und zwar an 
erster Stelle, so findet man durch Addition 


(2) am tr... Ta m=m&aTt::: Ta Een 
In dieser Gleichung sind die Glieder kombinatorische Faktoren 2ter Ordnung, deren 
Vertauschung keinen Zeichenwechsel hervorbringt, denn es ist & m; & nr = 4 m. & nı. Da- 
gegen verschwinden auch hier die Produkte, welche zwei gleiche Faktoren enthalten. 
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Erheben wir beide Seiten von (2) zur nten Potenz, so findet man 





eo TI: NT: An —P, & Pe & - - + Pr En 
hieraus folgt EIT = PH oder durch Division mit EH 
Limes: 


nie | 
Demnach haben die in $. 4 und $. 5 zunächst für die Zeilen der Determinante auf- 
gestellten Sätze auch noch Gültigkeit für die Kolonnen derselben. 
Aus (2) ergeben sich noch, wenn man beide Seiten zur 2ten, 3ten... Potenz erhebt, 
folgende Identitäten 


(4) 3 Er Er Tor Ir = 3 Pr Dr & Er‘ 
(5) I Er Er Er Tr Tor Tr — 3 Pr Pit Dr Er Er Er 


Die Glieder dieser Gleichungen werden dadurch gebildet, dass man bei (A) für r r’ 
alle Kombinationen 2ten Grades, bei (5) für r r’ r” alle Kombinationen 3ten Grades der 
Zahlen 1,...,n setzt. 

Überhaupt ist immer für ein beliebiges x 


(i+zan) A+2egn,)...1A+2am) = (l+ap a) (14298)... (AH 2Da ©) 


8.7. 


Definition der Subdeterminanten und ihre Adjunkten. Wir können aus der 
Determinante A ($. 1) partiale oder Subdeterminanten herleiten, indem wir » Zeilen des 
Quadrats auswählen und von diesen m Kolommen. Die aus diesen m” Elementen gebildete 
Subdeterminante heisst eine Subdeterminante mten Grades des gegebenen Systems. Wählen 
wir z. B. die letzten n—2 Zeilen und von diesen die letzten n—-2 Kolonnen, so ist der 





£ DREI IDE UI 4 3 

Quotient Ps Ps m die aus diesen Elementen gebildete Determinante, unter der Voraus- 
3 reiten 77 

setzung, dass in den Faktoren 2,, - - - ‚, 2» die mit e, und e, multiplizierten Elemente, 


z. B. in p, die Elemente a,, und a,, null sind. Um uns von dieser Voraussetzung frei zu 
machen, multiplizieren wir im Zähler und Nenner mit e, e,, so geht obiger Bruch über in 
A a EWR & Pıs 
1212 E E 

(Über die Bedeutung von P,, vergl. 8.5). Wir dürfen in diesem Bruch die Faktoren p 
in der ursprünglichen Bedeutung nehmen, da die Glieder, welche e, und e, enthalten, nach 
$. 2, VII ohne Einfluss auf das Produkt sind. Ist k%’ irgend eine Kombination 2ten Grades 
der Zahlen 1 bis n, so ist 
er Er Val 

E 
die Subdeterminante (n —2)ten Grades, welche die letzten »—2 Zeilen der Determinante 
und n—2 ihrer Kolonnen enthält, nämlich alle ausser der kten und Äten,. Zu der 


gewählten Zeilenkombination giebt es (3) Subdeterminanten (n —2)ten Grades. Wählt man 


A; gkk' = 


7 





statt der letzten n—2 Zeilen irgend eine andere Kombination, indem man die te und “te 
weglässt, so ist die entsprechende Subdeterminante 


ex ex Piv 
(1) Av = re 


2 
Es giebt also (:) Subdeterminanten (n—2)ten Grades. Für die Subdeterminanten 


(n — 1)ten Grades hat man 





BR C% P; 
(2) Ar = E 
aber auch nach $. 6 
(3) y.s u en 


Um die Identität beider Subdeterminanten zu beweisen, geht man von der Gleichung 
aus (8. 6, 3) 








el 
E _{H 
{ J IE MEINAE 
Es ist hiernach D Syn oder 
94... +&+:... 44m m) P _ (ars 4... tar & 6... Anz &n) Ih 
E 3% H 


Da die Faktoren von a; einander gleich sein müssen, so sind die Quotienten in (2) 
und (3) einander gleich. Überhaupt lassen sich alle Subdeterminanten auf doppelte Weise 
ausdrücken. Für die Subdeterminanten (n—2)ten Grades hat man ausser der unter (1) an- 
gegebenen Formel noch 
(4) ae 8i = Hr 
Den Beweis für die Gleichheit beider Quotienten in (1) und (4) führt man in ähn- 


licher Weise wie den vorigen, indem man von der eben bewiesenen Gleichung ausgeht 
& Bi & Il. 
DREH 
und P; zerlegt in p- Pi, Ih. in ry Ir . 
Um einen bequemen Ausdruck für die Adjunkte zu erhalten, setzen wir 














0). naher er wo on. soluidaasılz. BD Z, re 2 22 er Pre ers ist, 
Unter der Adjunkte der Subdeterminante (n--1)ten Grades A: verstehen wir dann die 
2: Er 





die Elemente von A im ersten Grade enthaltende Determinante Ey welche identisch 


sc« H; 


gleich der Determinante ist. Wie sofort ersichtlich, ist diese Adjunkte gleich «a;. 


Für die Adjunkte der Subdeterminänte (n— 2)ten Grades Azre hat man die beiden Ausdrücke, 
welche die Elemente von A im 2ten Grade enthalten 

Di Pi Er e TC Fhii 

Pi Pr La ung Tr H 


adj Av zZ E H 











So ergeben sich die Formeln 














E Bars NEL DIENIRUBERMEN _2p I muB: _ e 
(5) Ar —auzal E ag H 6} adj Ar ee E —— H dir 

er ex Piv i & Lam . i Pr Ei ; Try Hiv 
(6) Ay — . m — - A ; adj Asa nl = re 


Die Formeln für die Subdeterminanten (n—m)ten Grades und ihre Adjunkten sind 
hiernach leicht zu bilden. 





$. 8. 

Entwickelung einer Determinante nach den in einer Reihe stehenden 
Elementen. Es ist Er —= A, dagegen De — 0, wenn k von # verschieden ist, denn in 
diesem Falle enthält P; den Faktor pı. (8. 3, I). 

Setzt man nach Kronecker da. —= 0 oder = 1, je nachdem » von %k verschieden 


oder # = k ist, so ist also 

D% P:; 
.— 0A, 

Da 9, = a % + ::..:—+ Am € , so folgt aus vorstehender Gleichung nach ($. 7,2) 

(1) Axı A; -- Axkg Aiy 4 ee -- Akn An ——— dir A 
oder«3 Ar 2dj Au = din A 
r—1 

Geht man von der Gleichung aus 

ze U: 
H 





0A 
so findet man nach $. 7, 3 
(2) Ak Ayi ur Ayr Asi + ... 4 Ink Ani = dir A 


oder > A adj Ark == dir A 
r—1 


8.9. 


Die Formeln des 8. 8 lassen vermuten, dass auch für die Subdeterminanten (n» —2)ten 
Grades folgender Satz gelten muss: 

Multipliziert man jede der (3) Subdeterminanten einer Zeilen-Kombination 
mit ihrer Adjunkte oder mit der Adjunkte der entsprechenden Subdeterminante 
einer anderen Zeilen-Kombination, so ist die Summe aller dieser (;) Produkte 


im ersten Falle gleich A, im zweiten Falle null. 


Ist dire = 0 oder = 1, je nachdem die Kombination © gleich der Kombination k%’ 
oder von ihr verschieden ist, so ist die Gleichung zu beweisen 


I 





(1) 3 Av adj Arm = dad) A 
Für rr’ sind alle Kombinationen 2ten Grades der Zahlen-1 bis n zu setzen. 


Nach 8. 7, 6 ist Ai — aeı 


. Cr Tr! Hr . . 
und adj Ar — re demnach ist die 


Er Ey Pi TC Tr Hr 
E'H 





linke Seite von (1) gleich & 


, BE Pr Pr Pis & &r: Hin 
Nach 8. 6, 4 können wir diese Summe ersetzen durch & Er ne Fr —— 
rr' d 


Das Produkt 9,9, P;. ist im allgemeinen null wegen Gleichheit zweier Faktoren », 





nur wenn die Kombination vr’ — ii ist, hat es den Wert P. Da noch = ==, Arjsbeso 


reduziert sich die Summe auf das einzige Glied ziussuie Hir 
Der Faktor von A ist aber div. 


Der entsprechende Satz für Subdeterminanten (n —m)ten Grades ist ähnlich zu beweisen. 


$. 10. 

Es seien 9, » - - - ‚ Qn die Zeilen einer Determinante nten Grades |bx| = B, also 
:=2bre (r=1,2,...,n). Werden die kombinatorischen Faktoren e, ,..., & durch 
die Faktoren €, ,.. . , e'„ ersetzt, so soll q: in g’;; und »; in p’; übergehen. Ferner seien 

OD, Der 





Z;, und %,; die Determinanten fern und u“ t;, geht also aus A hervor, indem man die 


rte Zeile derselben durch die ‘te von B ersetzt, und %. aus B, indem man die kte Zeile 
von B durch die rte Zeile von A ersetzt. Es soll nun der Satz von Sylvester bewiesen 
werden 

(1) 2uu da AD (=) We 7) 


Beweis: Es ist 
2) EEIbm=24Pp,. = 2p,P (9) 9 


Dieser Ausdruck ist nach $. 2, II nicht verschieden von 


Pr +Pr)m tr)... Mr Pu) gm) Ar 
Offenbar ist aber das Produkt aus den ersten n Faktoren gleich 
Auen ae er 
Setzen wir für g noch 9; — (g: + g/), so dürfen wir nach 8.2, VI « + gi neben y’; 
weglassen, da dieser Ausdruck linear aus den n vorhergehenden Faktoren + €, , + e,,..... 
zusammengesetzt ist. Demnach geht (2) über in folgende Gleichung 


(3) EE 36 ur = Ale + e,) +. (at En) gi 
Ist < von % verschieden, so ist g'; Q’; null; ist aber © = k, so ist g; Qr—= BE, also 
die rechte Seite von (3) = AB (e + e,)-.:. at e,) H = ABEE. 
2 
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$s. 11. 
Produkt zweier Determinanten nten Grades. 


Die Determinanten, deren Produkt gesucht werden soll, seien 














A + + Aın b,ı ig Din 
A.= uUnysn? — a = 
TR Day + - Onn 
Wir setzen 
1=bun ht: -: + Da &n rn, = ht: -- 4 Gn Mm 
(1) Rn BEER ARE nEE a 
nn EEE A ae Ya = An I + - : - + Ann On 


Da die Grössen g kombinatorische Faktoren erster Ordnung sind, so erhält man aus 

(2) und (1) 
(3) Base A0 0a On BALD 

Durch Einsetzen der Grössen q aus (1) in (2) ergeben sich aber, wenn man noch 

einführt 
Ca = Ai, b;., + A; Dig ni ERE> Eu Am Dan 

die Gleichungen für r 
Ra 1 rn A 
In = Cm ee tr... 4 cm & 

Aus (4) und (3) folgt, dass die Determinante der Elemente c;. das gesuchte Produkt 
AB ist. *) 


(4) 


8. 12. 
Multipliziert man die Gleichungen (2) des vorigen Paragraphen beziehentlich mit den 
kombinatorischen Faktoren &, , &; - - - , &, und addirt, setzt noch 
P, = m &aTt::: Ft Am En 


Da = An 5 4 ++. Ann En 
unTt::: Fan =mM UF - .- + 2a Mm 


Erhebt man beide Seiten zur nten Potenz, so hat man sofort 
(1) EN Nr. en —Pı Qı - Pr Aa - » - Pr An 
ode Hm Ye PIE ADNE 
Hierdurch ist Gleichung (3) in $. 11 bewiesen. 
Auf ähnliche Art kann man einen allgemeinen Satz von Jacobi beweisen, welcher 
den Multiplikationssatz als speciellen Fall enthält. 


so ergiebt sich 


*) Dieser Beweis ist zuerst von V. Schlegel angegeben. 
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Wir gehen aus von dem von R. Baltzer angegebenen Symbol 














Ge ün Dia On 
| Onı . . IAmn Da sie Dan 
multiplizieren die Zeilen des ersten Systems beziehentlich mit e,, e, ,- - : , die des zweiten 
mit &,& ,... und setzen 
Ve se re 
(2) ie i a 
Pr = mn 4-4 Aan Em 
4 =dn 4 4.» + dm Em 
(3) .s: : hie: 
An a Re en u 
nn =4ıI 4: :-: + On Mm 
(4) >» h 
Ym — Im Aı + ne + Amn In 
Wir multiplizieren die Gleichungen (4) beziehentlich mit e, , e&, , - . . , so ergiebt die 


Addition 
(5) art. -tmm—=Pp ht :-:-:- + Pr In 


Erhebt man beide Seiten zur mten Potenz, so erhält man für den Fall, dass m <n ist, 
abgesehen von einem sich weghebenden Zahlfaktor 


(6) e N :.: Em Im = 23 DualuPe u: » - 
Für «vv... sind auf der rechten Seite alle Kombinationen mten Grades der Zahlen 
I bis n zu setzen. Man kann (6) leicht auf die Form bringen 
a a ER 
ner 2 Em Hu 


Aus (4) und (3) folgt noch, wenn 
Cr = 4; by, + Qig Dis + er — Gin Din 
nn = & 4 :.:4 Cm Em 


Ym = Cm & u er 2 Cmm Em 
Demnach bedeutet die linke Seite von (7) die Determinante mten Grades aus den 
Elementen ci, diese ist gleich der Summe von (:) Produkten aus je 2 Determinanten 


mten Grades von der Form 


Au dv re. Di bv . 














Amu Amv .o. Dr Dmv .. 


Ist m > n, so ist die Determinante aus den Elementen cx null. 


9% 





Wenn die quadratische Form der & 
I e) 


302.0: Lu ( 
; dr = Ui 


durch die lineare Substitution 
%ı, = 6, Yı E= ee + Cın Yn 


In = Can Yı +... Home Yn 
in die quadratische Form dery, & bu Yu, (wv—=1,2,...,n), transformiert wird, so ist 
da)... |.ca |.” 


Beweis: Durch obige Substitution geht 3 ax x; ©, über in 3 «x Ciu Civ Yu Y» , so dass 
(1) Dun —— 93 Air Ciu Chv 


ik 








tn = b, & 4 :-:: + = 2 bu ca, so ist die gesuchte Determinante 
I—=1 
|dx| gleich I. 
Nun ist nach (1) 
N Zr Ca cu ai— 2,048 Ga 2 cu ent, kb, — 2,0... 

i k ı 

Führen wir die Substitutionen ein 
(2) Pr Sic (3) di = 2 Gu Pi 
l k 

so erhält man für », die Vielfachensumme r; = 3 cu gi. Demnach ist vr, ... ra = |cir| qQ - - » Im, 


di: Qnist nach (3) = |ax| 9, - - : 9m, endlich 9, . . . ?„ nach (2) = |ca| E, demnach ist 
PIE TTE 


T — |d:] tal? Tan] 
S$. 14. 
Determinante eines Systems von Subdeterminanten (n—1)ten Grades. 


Multipliziert man die Gleichung $. 6, 2 


», 4 t:.:.:-mMama=e m -Tt.:.: 4 on In 
an zweiter Stelle mit P;, so fallen links alle Glieder weg, bis au 9, PP «= Pü« = AEs, 
deshalb ist nach $. 7, 5 


As. 23: Aa Tor (= 997 22 
1 
Durch Multiplikation dieser n Gleichungen erhält man 
AH == | Ai | TC, . : «+ Tun = | Ai | AH 
Da hiernach A (A"-1 — |4:.|) identisch null ist, so muss auch für den Fall, dass A ver- 


schwindet, | Ax! = A"1 sein. 
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8.15. 


Auflösung eines Systems linearer Gleichungen. 


Die n von einander unabhängigen linearen Gleichungen seien 


I I :::- Fan =u 


(1) RA u, R 
An, I E= ee + Ann In = Un 
Wir multiplizieren die Gleichungen beziehentlich mit &, , . . - , ©» und addieren; wird 
noch zur Abkürzung gesetzt 
(2) nm=uM as t-.: 4 U En 
so ergiebt die Addition *) 
(3) m mt... m ia I 
Diese Gleichung vertritt vollständig die n Gleichungen (1). 


Wir multiplizieren (3) an zweiter Stelle mit IT,, so fallen links alle Glieder weg bis 
auf m, I, = Il, —= AHx;,, rechts hat man rn, Il, folglich ist AH. = rn, II, und 





II. TEr ne Korte, TEh 12 TU IERET a dt 
4 ER a  LTTN 5 Be HER TAN 
(M y AH ann TCk Urt IEHLI (ee Tem 
%, ist also ein Bruch, dessen Nenner A ist und dessen Zähler aus A hervorgeht, indem man 
die Elemente der kten Kolonne beziehentlich durch «,, % . . . ersetzt. Substituiert man den 


Wert für x, aus (2) in (4) und berücksichtigt $. 7, 5, so ist auch 
Ar —= Art 4 :- . + Anz Un 
Sind die Grössen %, ,... , % in den Gleichungen (1) sämtlich null, so verschwindet 
z, und deshalb sind nach (4) alle x null, so lange A einen geltenden Wert hat. Ist aber 
die Determinante A null, so lassen sich aus Gleichung (3) die Verhältnisse der x bestimmen. 
Diese Gleichung geht über in 
(5) na +:.:..+m m =). 
Durch Multiplikation mit &, Il fallen links alle Glieder weg bis auf 2, welche 
ri und x enthalten. Es ist also 
% Ti 5 Un + % nu Da —0. 
Das erste Glied ist nach der Definition von Zr (vergl. $. 5) gleich &: & Il, das 
zweite gleich — x; & m. IIa = — &x & II;. Hiernach erhalten wir 
X & Il = % & II: 
Nach 8. 7, 5 geht diese Gleichung über in 
(6) Xi Arr = % Ari 
Ist nun eine Unterdeterminante A,; nicht null, so folgt aus (6), indem man x, einen 
beliebigen Wert beilegt, 
%h Ari 


N TR, Br—r 142 er a) 





*) Grassmann, ]., Ausdehnungslehre, 1878, p. 71. 


14 
\‘ Setzt man in (6) für r erst ö und dann %, so erhält man aus diesen Gleichungen 
die bekannte Formel 
Ai Au = Au Au 
Sind alle Subdeterminanten (n—1)ten Grades null und eine Subdeterminante (n— 2)ten 
Grades nicht null, so kann man durch Multiplikation von (5) mit & & Ilix leicht eine Glei- 
chung zwischen 3 Unbekannten x aufstellen, worin die Coefficienten derselben Sub- 


determinanten (n—2)ten Grades sind. Das System hat eine Lösung, welche 2 der Grössen & 
unbestimmt lässt. 


$. 16. 
Nach dem vorigen Paragraphen können die »n homogenen Gleichungen 
N) 
(1) | a ; sfr 
u — m +... 4 Am un = 0 
nur zusammen bestehen, wenn die Bedingung erfüllt ist 
(2) ee 
Man kann leicht nachweisen, dass in der That, wenn diese Bedingung erfüllt ist, sich 
n Grössen x angeben lassen, welche den Gleichungen u, = 0, u, =0,..., Un = 0 genügen. 
Nach einem Satz der l. Ausdehnungslehre folgt aus (2), dass die n Grössen = linear 
von einander abhängig sind, dass also die Summe &, m +... + % rm null sein muss. 


Diese Summe ist aber gleich «, & . .. + in &. Da die Grössen e aber von einander 
unabhängig sind, so müssen sämtliche Grössen « null sein. 


Sollen a—+ 1 homogene Gleichungen zusammen bestehen, nämlich ausser den Glei- 
chungen (1) noch 


(3) Un+t = Intı)ı Kı 4 nee u AUn+l)n In = 0 
so ist den beiden Bedingungen zu genügen 


(4) Ben anHu= N) 


(5) a 
Unter x; ist hier die Summe a:& +... + Atıi Enrı Zu verstehen. 
Beweis: Aus (4) folgt, wenn &,, . » : , &% , y Zahlgrössen sind 


(6) Mm T+t:-:-: 4 m Mn = ya 
Ist eine der ee x, z. B. «, nicht null, so kann man (5) nach $. 2, VI auf 
die Form bringen 
&9 Gm + Emm). mg 
% 
Unter Berücksichtigung von (6) geht diese Gleichung über na, Yy%a-:.-m =. 
y muss demnach im allgemeinen null sein. Gleichung (6) geht übern, m, +...+ m m =. 
Da diese Summe identisch gleich u, & + - .. + Mntı &n+ı ist und die Grössen &, &,--- 
nicht linear von einander abhängen, so müssen die Gleichungen erfüllt sein 


4 = 0, us 05,4 02585 Yabiiaren) 
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Die Bedingungen für das Zusammenbestehen von n -+ 2 Gleichungen lauten 


(8) EIN, ee An ml: a in... ml: Tee): 
n+2 : 
Unter x: ist hier die Summe 2 a, e, zu verstehen. 
r=1 
Der Beweis wird in ähnlicher Weise wie oben geführt. 
Das Zusammenbestehen von n + m homogenen Gleichungen wird durch das Ver- 
schwinden von m —+ 1 Determinanten bedingt, die man durch Multiplikation des Produkts 


7 - » . 7% mit den Kombinationen mten Grades der Elemente &, 8 ,..., &m+ı erhält. 


* “ . nt+m 
rc; ist in diesem Falle = 3 Ai & 


r—=1 


8. 1%. 


Einige Beispiele mögen dazu dienen, um die übersichtliche Form hervortreten zu 
lassen, unter welcher die Resultate bei der Auflösung linearer Gleichungen nach der Methode 
des $. 15 erscheinen. 


I. Die Näherungs-Zähler und Nenner Z; und N; des Kettenbruchs 


De Br Hin 
N 
werden bekanntlich berechnet aus 
PAR R N 
4, +4, Z,=M — N, +4 N=0 
(1) 2, —,A+w%,=0 (2) N—-%,N+WN—0 
la ttals Zum Zi = — N +4 N — 1 N, —0 


Um z. B. Z, und N, hieraus zu berechnen, multiplizieren wir die Gleichungen 
beziehentlich mit &,, &, &, & und setzen 


n=han-t u & 
(3) 7 ot hat a &% 
Tg a + hat & 
773 + 5 
Die Addition ergiebt 
(4) — 84,7% 4% 4 + =%m 
Die entsprechende Gleichung für den Näherungsnenner hat rechts &, statt ,. 
Multiplizieren wir (4) mit x, nr, rz,, so ist der Faktor von Z,, nämlich — & nr, 75 75; 
nach &. 3, VII gleich — 2 & '& & = & & & &. Demnach erhalten wir für Z, und N, 
die Determinanten 


ee a ar es N. ser 
Ä &o & 8 & : &o & 8 & 
Der letzte Faktor x, darf nach (3) das 3te Glied u, e, nicht enthalten. Diese 
Einschränkung fällt fort, wenn wir die Quotienten an letzter Stelle mit e, erweitern. 


uk 


II. 
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R N FI a A: Tele NERE TE IR RETEINE 
Z, geht dann über in 2:73 und N, in 1732 
&o . . . . &; &o ® . . . & 


Die Faktoren »: in diesen Determinanten sind definiert durch 
m=&-.1+4& + tr &+ı (> 1) 
Die Determinanten für N; und Z; sind hiernach leicht anzugeben. 


Wenn %, »:: . , %n explicite gegebene Funktionen von &, ,... %„ sind, so sind deren 
erste Differentiale 


Ö 04 
dy, = DE da, + ie . da, 
Un O%yn 
dyn IS dx, + + Sn dx, 
lineare Formen der dz, ,. . . , dz„. Um nach der Methode des $. 15 die Differentiale 


dx durch die Differentiale dy auszudrücken, multipliziere man die Gleichungen beziehentlich 
mit &5 - - . , &© und addiere sie. Ist 
a-yat.  Imm my Sgnat: tn 
so erhält man durch Addition 
dr —n, dt +... m dam 


Kürzer kann man diese Gleichung durch Differentiation von z erhalten. 




















Demnach ist da, = BEER N Gr 
ee en 
Die gewöhnlich mit Mrs. 1 Yo) bezeichnete Funktionaldeterminante 
%@, ,...,) 
Dyı 
dy; 0% 0X 
A ya 
"189m, dm 
07, 0% 
rem 
erscheint hier unter der Form 9x, 025 
H 
Sind die Grössen %, 5: . » , 4%. implicite gegebene Funktionen der &, ,. . . , &n , SO 


findet man die Funktionaldeterminante auf folgende Weise: 

Wird die Abhängigkeit der y von der x durch die » Gleichungen 
By DR ea 0 le 7 ee Pe 
ausgedrückt, so können diese n Gleichungen durch die eine Gleichung m —= 0 ersetzt 


werden, wenn 

—te Fast 0% oe Eu Dr 
ist. Denn aus # = 0 folgt sofort R = BR =... 0, da die Grössen es , ..., &n 
von einander unabhängig sein sollen. 
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Wenn unter den Variablen nur x, sich ändert, so ist 
Ort OYn Om 
a ER a 
Folglich erhält man » Gleichungen 
dm dm ayı L Om Om 
ER EEE ELLE, 























_ du _ dm in, dm üyn 
O0 0y, 0% De Oyn O&n 
Die Multiplikation ergiebt 
Ha N Im _ |dyı OR Im 
0x, " On 9x. | 9yı 04 
demnach, ar =&a Ft... Fr ist, 
ee 
0X 0x Or 
$. 18. 
Wenn eine Funktion der Variablen &, ,... , &„ durch die lineare Substitution 


ah + tIGmYn 
(1) Er : a: 
In = Cm Yıt - - » 4 En Yn 
in eine Funktion von %, ,- - - , %n transformiert wird unter der Bedingung, dass die Sub- 
stitution eine orthogonale sei, d. h. dass 


(2) shake... de 
sei, so lassen sich die Haupteigenschaften der Coefficienten c leicht angeben. 
Aus = cu yı folgt zunächst 2? —= 3 cu Ca Yi Yr. Die Gleichung (2) geht daher über in 
D ik 


(3) 3 yı y 3 Cach = 23 yi- (dm. —ul, AN een) 
ik L i 
Führt man noch die Bezeichnung ein 
(4) 3 Cu cr —= Oi 
L 


so muss nach (3) dis = 0 oder = 1 sein, je nachdem i von %k verschieden oder i = % ist 
(vergl. 8. 8). Wir multiplizieren nun (4) mit e, und summieren vonk=1bisk = n. 
Wird noch gesetzt 


(5) Pr = Cu & +... + Cm En 
so erhält man links & cu pı, auf der rechten Seite das eine Glied die = e&. Demnach ist 
L 
(6) HPA Ft amt: 4 name En Pen 
Durch Multiplikation der n Gleichungen (6) erhält man 
|c#| Pı DDr 
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Das Produkt p, ... m ist nach (5) = |ca| E£, folglich ist |cx|? = 1. Das 
Quadrat der Determinante einer orthogonalen Substitution ist also 1. 

Um eine zweite Eigenschaft der Coefficienten zu finden, multiplizieren wir (6) mit Pı 
(vergl. $. 5). Man erhält 

Cki Pk P. oder v P= & Pi 

Ist CO: die Adjunkte von cu, so ist nach 8. 7, 5 die rechte Seite gleich CuE, folglich 
Hat die Determinante der Substitution den Wert d, (d = + 1), so ist 
P = dE und demnach cu = dCu. 





ist Cu = 


8. 19. 


Norm. Resultante. Wenn « eine der n Wurzeln der Einheit ist und 
yl)=wt+ama+...+ M-ıa"!, so gilt für die Norm von @ der Satz 


Ny (a) = pl) P(&) » - - - Plan) 


4, q, 7,9 An-—1 

An—1 na: Un 
—— A = “ 

ER er 


Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir 


De ea 2 er REIN 
pP, = In-1& + Ay &ı E= 0% + An—2 En-1 


In = 4, ot at. En-1 
multiplizieren die Gleichungen beziehentlich mit 1, a®-1, &@=2,..., « und addieren. Wir 
erhalten dann leicht die für die na Wurzeln von « geltenden Gleichungen 


N) Dtm +... + amı= gl) (tat... tue) 


Bezeichnet man noch mit R die nicht verschwindende Determinante 


1. 0,7 ae, 
Ir 17.84 0, 
1 [0 Fk EP, 23 


so ergiebt die Multiplikation der n Gleichungen, die aus (1) hervorgehen, wenn man 
orQguzch a, 03, al. sin. ersetzt 


DB: Regale) RE oder Ba Lı » -  Pazı _ Pla): : Plan) 


E 





Die linke Seite ist aber die Determinante A. 
Die Resultante zweier gegebenen ganzen Funktionen 
=. +2 +... m, =b +52 +... 4 bar 
ist eine Determinante ihrer Coefficienten, deren Verschwinden die Existenz eines gemein- 
schaftlichen Divisors beider Funktionen anzeigt. 


Haben P„ und Q@, einen gemeinschaftlichen Divisor ersten Grades, so kann man die 
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unbestimmten Coefficienten der beiden ganzen Funktionen Pm-ı und W„-ı vom Grade m—1 
und n—1 so bestimmen (nach Weierstrass, Vorlesungen über Funktionentheorie), dass 
die Gleichung besteht 
(1) = = er oder 73 Un-1 EE On Om-ı = 10) 
Wenn aus dieser Gleichung die Funktionen p und w bestimmt werden können, so 
haben P und @ einen gemeinschaftlichen Divisor ersten oder höheren Grades, 
Wir setzen wie oben 





Sa —_ >> a, crund Oh = >> b, z® 
ferner er T 
Yo mı-idhrim ini 0-0 
Die beiden letzten Bneen sind hinzurürdbart weil die Reihen nur bis zum 
Grade m — 1 und n— 1 aufsteigen sollen. 


Dann ist 
(3) Pr Yn-ı + On Pm-ı =,- (ü, & + bs d,) ot — 0 
Die Gleichung soll richtig bleiben für beliebige Werte von x, muss also auch noch 
Gültigkeit haben, wenn man «+ durch &,+s ersetzt. 
Die Gleichung geht dann über in 
(4) Ze +06 Im E41... + 18 em ı hu 3db, +... +da-ı 3b, rm-ı =O 
Durch Einführung der m + n Summen 


jo Fe ae Zr BR N ee 
P, == do € 4 Fuer + Am Em+l gı = b, & 4- are + b„ Entl 
Pr-ı= 4% En -ı+ oo... + Am Emtn—1 Um 1 b, &Em-ıT jede + b„ Entm-—1 


erhält (4) die Form 
(5) Co Dotea unztnfnr Prlsadh- doudo 202 Amen 
Wie in den 8$. 15 und 16 schliesst man aus dieser Gleichung, da nicht alle Coefficienten 
ce und d null sein dürfen, dass das Produkt 2, - - - Pa-1 96 = - » 9m-ı null sein muss, und 
dass umgekehrt, wenn dieses Produkt verschwindet, auch die Gleichungen (5) und (3) durch 
geeignete Wahl der ce und d befriedigt werden können. Die gesuchte Resultante der P und Q 
ist also die Determinante (m + n)ten Grades 





(6) Ri Po» + » Pn-ı do » » » Am-—1 
a 
Sollen P„ und Q@„ einen gemeinschaftlichen Divisor zweiten Grades haben, so müssen 
die Coefficienten von 2 ganzen Funktionen 9-2 und w„-2 vom Grade m—2 resp. n — 2 
so bestimmt werden können, dass die Gleichung erfüllt wird 


Im _ _ = 


On UWn—9 
3% 


20 
Um die Bedingungen für die Existenz von pn-.a und m. zu erhalten, ersetzen wir 


die Gleichungen (2) durch 
w Te 


s=0 
Verfährt man wie oben, so ergiebt sich die Gleichung 


euer 
welche an die Stelle von (5) tritt. 


Die Funktionen 9-2 und w„-3 existieren, wenn das Produkt p, .. » Pn-2 4 - - - (m-2 
null ist. 

Das Produkt enthält m + n —2 Faktoren p und g und m +n — 1 Grössen e&, es fehlt 
&m+n-ı. Deshalb liefert das Produkt, durch das Produkt &, - . - &m+n-2 dividiert, keine 


Determinante. Um die Bedingungen durch das Verschwinden von Determinanten auszu- 
drücken, multiplizieren wir die Gleichung 
(Po: Pa-2 99 +: + Im = 0 
mit 22-1 Qm-ı, wir finden dann zunächst wieder, dass die Resultante R verschwinden muss. 
Multiplizieren wir (8) mit &,, so ist 





(10) ne & Po : -..Pr-2 00 » +» » Am-2 
© . . . . . Emt+n—2 
die Determinante (m + n — 1)ten Grades, welche ebenfalls verschwinden muss. 

Man könnte vermuten, dass man den Bedingungen R = 0 und R’ = 0 noch hinzu- 
fügen müsse, dass auch andere Determinanten verschwinden, die aus R’ hervorgehen, wenn 
man &, durch eine beliebige andere Grösse & ersetzt. Doch lässt sich ähnlich wie im $. 16 
nachweisen, dass Gleichung (8) erfüllt ist, wenn R und R’ gleichzeitig null sind. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für das Vorhandensein eines gemein- 
schaftlichen Divisors zweiten Grades der Funktionen P und @ sind also R=0 und RP=0. 

Ist ausser R und R’ auch noch die Determinante (m + n — 2)ten Grades 

en Fi Po » + +» Pn-3 Io + +» » Im-3 
BT Rem Em+n--3 
null, so haben P,„ und Q, einen gemeinschaftlichen Faktor 3ten Grades. 





$. 20. 
Die binäre Form (2» — 1)ten Grades 
ii u Br Eu ae 
kann durch » Glieder, (2r — 1)te Potenzen binärer Formen ersten Grades, ausgedrückt werden. 
(Kanonische Form nach Sylvester), nämlich durch 
Etwa Nat... ++ ya 

Die Grössen b und « werden aus den 2 n Gleichungen bestimmt 
ER +...4+ 
Le —rD. ae Were. 0-00 Qu 


Aan-ı > b, a -H Sr + bn Anm —1 


(1) 
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Dasselbe System von Gleichungen erhält man beim Beweis der Gaussischen Nähe- 


rungsformel 
+1 


9 Sr@az=ure) + hr) +... + ufla) 
1 
Wenn man nämlich in diese Gleichung einführt 
d-At+hatnaH... 
dementsprechend auf der rechten Seite 
(=, ta the” rt... 


und die Bedingung stellt, dass die Coefficienten von A,,..., Aın-ı auf beiden Seiten von (2) 
einander gleich sein sollen, so ergiebt sich für den Abscissen « und die Coefficienten b das 
+1 
Gleichungssystem (1). Für a; ist der specielle Wert / x dx einzusetzen. 
A 
Multipliziert man zunächst die erste der Gleichungen (1) mit e, und die n folgenden 
beziehentlich mit & ,..., & , darauf die zweite mit e, und die n folgenden mit & ,..., & 
u. s. w., so erhält man, wenn man noch einführt 


G=H FTuma +... 408m 
das System von n Gleichungen 


Ad, & +44 4:..::4+% & =D, + ...4+ bu In 
ad & +09, 4..:4+ rs zu, a, Aı 4 ...4 bn @n An 


Un—1Eg _ An Eı zu Be -H (OR E — b, aid, 4 u: 4 Dn An Im 
Wir fügen dieser Gleichung noch eine (n-- 1)te hinzu, worin die Zahlgrössen 
Z, Us Ügy » * . ,„ % noch näher zu bestimmen sind 
(2) oo +24 +::.:- ea. =uNh +: : : + % m 
Bei der Multiplikation dieser a -+- 1 Gleichungen erhält man rechts null, da das Produkt 


aus n-+- 1 Faktoren nur » Grössen g enthält; links ergiebt sich A &, . . . m. Wir erhalten 
also zunächst für 2 die Gleichung nten Grades 


EEE 
(3) Da 10h: A Se 
An—1Un ie Aan-1 
1.4325 28 
Damit die Gleichung (2) bestehen kann, müssen die Coefficienten von &,, & 53: , & 


auf beiden Seiten einander gleich sein. Demnach sind n—+ 1 Gleichungen zu erfüllen 


b, t+:::- +5 “WW 1=0 
a ı +:::+ nn in — 2 — (0 


u un tt... 4 nen — N 
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Ihr Zusammenbestehen erfordert das Verschwinden der Determinante 
12 2 1.25 


a 0 .:. m £ 
Ga er 
Um den Wert dieser Determinante zu ermitteln, so setze man 
oe) ra ni N, tra an) (ir). -.- da) 

multipliziere die erste Zeile mit a,, die zweite mit a„-ı u. Ss. w., die vorletzte mit a, und 
addiere sie zur letzten. Wegen 9 (@) = 9 (,) =... = 0 verschwinden alle Elemente 
der letzten Zeile ausser dem letzten, welches in @ (2) übergeht. Ist © die zu 2” gehörende 
Subdeterminante, so ist demnach die Determinante = Co (2) = C (ze — a,) (?—@,)... (£e— an). 
Da € von z unabhängig ist und nur dann null wird, wenn 2 Grössen « einander gleich sind, 
so kann die Determinante im allgemeinen nur verschwinden, wenn eine der Grössen « einen 
der n Werte von z annimmt, die der Gleichung (3) genügen. Deshalb sind @&, ,..., @ die 
Wurzeln der Gleichung A = 0. Die Grössen b, ,... , d„ bestimmt man aus den ersten 
n Gleichungen (1). In der Gaussischen Näherungsformel sind die Abscissen &, , @&y3..., @n 
die na Wurzeln der Gleichung 


fe frds TER fra 1 
4 IEZZ frrda 5 fester 2 ang 


fra: fe FE RE erde zn 


Sämtliche Integrale sind zwischen den Grenzen —1 und 41 zu nehmen. Addiert 
man sämtlich®& Zeilen zur letzten, nachdem man sie beziehentlich mit den unbestimmten 
Coefficienten @, @ ,;- - . , @n..ı multipliziert hat und setzt noch 
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so sind die Elemente der letzten Zeile 


/r® de, f* fo)de,..., Je-r@ de ,f() 
Kann man f(x) so bestimmen, dass die ersten n—1 Glieder dieser Reihe ver- 
schwinden, so geht A über in das Produkt von f(z) mit einem konstanten Faktor und 
demnach sind &,..--, &% die Wurzeln der Gleichung f(z2) = 0. Bekanntlich ist 
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